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Μάθηµα - Ισοµορφισµοί, Μη Φραγµένα Συναρτησιακά

΄Ασκηση 1. ΄Εστω X απειροδιάστατος χώρος µε νόρµα. Να δειχθούν τα ακόλουθα:

(i) Για κάθε χώρο µε νόρµα Y 6= {0}, υπάρχει γραµµικός τελεστής T : X → Y που δεν είναι
ϕραγµένος.

(ii) Υπαρχει ‘‘1-1’’ γραµµικός τελεστής T : X → X ο οποίος δεν είναι ϕραγµένος.

(iii) Για κάθε n ∈ N, υπάρχει πυκνός υπόχωρος του X συνδιάστασης n. (Υπόδειξη : Επαγωγή στο n.)

΄Ασκηση 2. ΄Εστω X,Y χώροι µε νόρµα, T : X → Y γραµµικός τελεστής και D ⊆ X πυκνό. Για
κάθε µία από τις παρακάτω προτάσεις, να δοθεί απόδειξη ή αντιπαράδειγµα:

(i) Αν ο T είναι ϕραγµένος, τότε sup
{
‖Td‖
‖d‖ : d ∈ D, d 6= 0

}
= ‖T‖.

(ii) Αν sup
{
‖Td‖
‖d‖ : d ∈ D, d 6= 0

}
=M <∞, τότε ο T είναι ϕραγµένος µε ‖T‖ =M .

΄Ασκηση 3. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα και f ∈ X∗ \ {0}. Θέτουµε C = {x ∈ X : f(x) = ‖f‖}. Να
δειχθεί ότι το C είναι µη κενό, κυρτό και κλειστό σύνολο και ότι inf{‖x‖ : x ∈ C} = 1.

΄Ασκηση 4. Θεωρείστε τον τελεστή T : c → c0 για τον οποίον για κάθε ã = (an)n∈N ∈ c µε
lim
n→∞

an = a, T (ã) = (a, a1 − a, a2 − a, . . .). Να δειχθεί ότι ο T είναι ισοµορφισµός. Είναι
ισοµετρία ;

΄Ασκηση 5. (i) Να δοθούν παραδείγµατα γραµµικών ισοµετριών T1, T2 του (R2, ‖ · ‖2) για τις
οποίες : α) FixT1 = {0} και ϐ) dimFixT2 = 1. ∆ηλαδή, η T1 µετακινεί όλα τα σηµεία του
χώρου εκτός του µηδενικού, ενώ η T2 µετακινεί όλα τα σηµεία του χώρου, εκτός µιας ευθείας.
Τι εκφράζουν γεωµετρικά οι τελεστές που ορίσατε ;

(ii) (α΄) Να σχεδιάσετε τη µοναδιαία σφαίρα των (R2, ‖ · ‖∞) και (R2, ‖ · ‖1) και να δείξετε ότι οι
δύο χώροι είναι ισοµετρικοί. (Υπόδειξη : Θεωρείστε τον τελεστή T : (R2, ‖ · ‖∞)→ (R2, ‖ · ‖1)
µε T (x, y) = 1

2 (x+ y, x− y). Τι εκφράζει γεωµετρικά ο T ;)

(ϐ΄)* Να δειχθεί ότι το παραπάνω δεν είναι αληθές αν ο R2 αντικατασταθεί από τον R3.

΄Ασκηση 6. (i) Να δείξετε ότι για κάθε διανυσµατικό χώρο X, dimX ≤ dimX#. (Υπόδειξη :

Θεωρείστε µια Hamel ϐάση B = {ei : i ∈ I} του X και δείξτε ότι τα διορθογώνια αυτής, B′ = {e#i : i ∈
I}, αποτελούν γραµµικώς ανεξάρτητο υποσύνολο του X#.)

(ii) ΄ΕστωX απειροδιάστατος διανυσµατικός χώρος και f1, . . . , fn ∈ X# γραµµικά συναρτησιακά
του X. Να δειχθεί ότι υπάρχει 0 6= x0 ∈ X τέτοιο ώστε fi(x0) = 0, για κάθε i = 1, . . . , n.

΄Ασκηση 7. (i) ΄Εστω X, Y χώροι µε νόρµα και T ∈ B(X,Y ).

(α΄) Αν ο T είναι ισοµορφισµός και A ⊆ X ε-διαχωρισµένο, τότε υπάρχει δ > 0 ώστε το T [A]
να είναι δ-διαχωρισµένο υποσύνολο του Y .

(ϐ΄) Αν ο T ισοµετρία και A,B ⊆ X, τότε dist(A,B) = dist(T [A], T [B]).

(ii) (α΄) Να δειχθεί ότι ο `∞ εµφυτεύεται ισοµετρικά στον B(`2, `2). Είναι η εµφύτευση που
ϐρήκατε επί ; (Υπόδειξη : Αξιοποιήστε την ΄Ασκηση 2, ii) του 5ου Φυλλαδίου).

(ϐ΄) Είναι ο B(`2, `2) διαχωρίσιµος ;


